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❍ * � � # � �� # � � � � + �� � "'& � � �, �� � � �

❍ �� - - �� � �� �� "'& � � �, �� � � �
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❍n p q lg om f l lf hf n c d ci g b f fk l

◗k m r qdg f m d f s lt m lfk n f k q lg om f l lfk hm k t mk u cd e d f v cmi jf

◗g b w qdg f m df s lt m lfk n f k q lg om f l lfk hm k t mk u cd e df hd tg l

❍n fk k t mk u cde df k v cmi jf f l hd tg l hf n c d ci g b f k t b l cmk k g hfk cd e d fk

eg b cg dfk hf d fi jf di jf

xy ` zy ^ [ _ [{ | ! }g ~ f k lm b cde df e g b cg d f hf dfi jf di jf � cn t dk n cn g k lf

� � ��� hfk q lg om f l lf k hf ~ fk lf b t d hd f ��� �� �� ��
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¨ ¨ ¨©ª« ¬® ª¯ °± ² ³ ´µ ´ ¶ ª¯ ·ª ´  ¸ α¹® º» ¼ ½¾¿ ¸ α¹¨ ¨ ¨ À©ª« ¬® ª¯ °±  ¶ Á ´ ¯ Â © · ©ª « ¬ ª¯ °±  Â  ¶

ÃÄÅÆ ÇÈ Å ÃÉ Ç ÊË ÅÌ ÇÈÆ ÇÍ Å Î Ï

Ã ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ Î Ï

ÃÐ Õ ÕÅ È Ä ÃÉ Ç ÊË ÅÌ ÇÈÆ ÇÍ Å ÃÐÑ Ì Ö ÐÓ ×Ø Å Î Ï Ï

ÃÉ Ç ÊË ÃÐÑ Ì Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å Î Ï Ï

ÃÉ Ç ÊË ÅÌ ÇÈÆ ÇÍ Å ÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË Î Ï Ï Ï

ÃÉ Ç ÊË Ï Ï Ï
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 ¥ R � X ¥ � RT � T � � V V �T ¤

* � - � � �� � � � �� � � � �� �  , � "& �, �� � � � � � � �" �� � � � � , �� �� � , � �� � , � �

�� � � �� � , � � � - � � � �� � � � �� � � �� � � �!

❍ �� � # � �� # � "'& � � �, �� � � �

❍ � + �� � "'& � � �, �� � � �

❍ �� - - �� � �� �� "'& � � �, �� � � �
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 � � m bg om f i t! r cd cg k t b � �� � ,& �� � �� � � � � " � ,& � �  �� - � �� � � "'& �� �� � , , � �

, � � � �� � � � � � �

❍k tg l" �� � , � � �� � � � �  �� � �� � # �

❍k tg l" �� � , � � �� � � � �  �� " � �� �

" � - �� � � � - � "'& �� �� � , , � �� - � �� � � " � � , �� � �� � � ��  � �� � � � �� � � � �  ��

� � �� � � � � �� � # � �� " � �� � � � � " � �� � � � � � � � � � � �� � � �� �� � � � � , �

� � �� � � � � � � �� � m b k f mn � �� � � � �  ��#
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$ 
 X Y � Ü W � T ¦ � V X ¥ U � V

¨ ¨ ¨ %® · µ ´² & '( µ ´ *) ³ ´ µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  ® º. . .

ÃÄÅÆ ÇÈ Å ÃÆ Ì ÐÑ Ú Í/ Î 0 Ï

Ã ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ / Î 0 Ï

ÃÉ Å Ë Ã ÃÅ ÃÐÑÌ Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å / Î 0 Ï Ï Ï

Ã × Ò È Ä
Ã Ã21 Í Å Ï3 3 3 Ï

Ã Ã4 Í Å Ï Ã, ' ( µª¯ ·ª« '¯ ÃÆ Ì ÐÑ Ú Í ÃÐÑ Ì Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï Ï Ï Ï

ÃÅ É ÊÅ Ã, '( µª ¯ ·ª« '¯ ÃÆ Ì ÐÑ Ú Í ÃÐÑÌ ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï Ï Ï Ï Ï

, ·« ® · ´µ ´ ® 5ª Â  Ï Ï
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}g i j c om f k t mk u cd e df i t b lg f b l s rf m r d�k n c! tg lg q hfk b �m hk hf

n p cde df f b lg f d � � �  �� � �� � ,�  � � �� � , � � � , � � � �  �� " � � � � � " � �� �� �� � �

�ç �� � � � � � �� hg �g k q r cd hf m � � � # � �� � � �� �! � ^ �� ` _ `	 ^ 


n → n ÷ 2 → n ÷ 4 → . . . → n ÷ 2p =⇒ p ≈ log
2
n

$ � � # � � � � � � � � � � � - �"'& �ç �� � � � �� , � � � �� � # � � �� � 0(log n)

� { � �� ,& � �  �� � �� " � � �� � � � , � � � �  �� " � � � � � " � �� �� �� � �

�ç �� � � � � � �� �� � , � � � � � hg ! g b m q hf � � �# � �� � � �� �
n → n − 1 → n − 2 → n − 3 . . .

� � � � � - �"'& �ç ��� �� � � ,� � � �� �� 0(n)
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2 : 	 T XY T R XY T ��� � V � Þ � Ü T V ¥

" � � � � � �� � � " � �� � # � �� # � � �� � � �� � � � - � �" � � � �

¨ ¨ ¨ · µ ´® ´ ,-  ´,- ² & '( µ ´  ) ³ ´ µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  ® º ³ ´µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  �

� %¨ ¨ ¨ À · µ ´® ´ ,-  ´,-  ± ³¶ + Á ´ ¯ Â ©�� · ´ µ ´  Â  ´ ·, ª ¯  ± �© ' ´« ��  ± « ¬ Â ·¯ « ³¶ +

¨ ¨ ¨  ¬ ´ ¯ 5 'ª  � %« ª ± ¯ � · � � · ´ ·� ¬ � ·« Â ·¯ « ³¶ +

ÃÄÅÆ ÇÈ Å ÃÐÑ ÚÌ Ú Å ×Ø Å Ú ×Ø Å Í/ Î 0 ÏÃ ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ / Î 0 Ï

ÃÉ Å Ë Ã ÃÅ ÃÐÑÌ Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å / Î 0 Ï Ï Ï

Ã × Ò È Ä Ã Ã1 Í Å Ï/ Î 0 ÏÃ Ã4 Í Å Ï ÃÐÑ ÚÌ Ú Å ×Ø Å Ú ×Ø Å Í ÃÐÑÌ Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï Ï Ï

ÃÅ É ÊÅ ÃÐÑ ÚÌ Ú Å ×Ø Å Ú ×Ø Å Í ÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï Ï Ï Ï

�Æ Ï Ï
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� � � � ¥ � � � V � Þ � Ü T V ¥

 �� � � � - � ! � + �� � � � � � ,& � � " � �� � �� � , � �� �# � ��# � �& � �� � � �� � � �� � �

�� # � �
* � � � � �� � ! , � � �� � � � �� "& � + �� � �� � " � � � � � � � �� , � � � � � � �  ��  � � �� ��

" � �� �# � ��# � �� � � �� � �� �� � � �� �� � � �� �� � � � � � � �� �� �� �� �� �� � � � � �

� �� � � �� �

./0 123 /45 62 0 4 4 789 : :;3 9 : :<=> ? 6 @ ? AB B ACD 64 ? 7EF ? GD H 8I J 6F ? G K 0 4 4 8L ? M @ 6 6 N .D EO PQ 8 1 6 ?D A

29 ! � V X ¥ U � V � � W � � � ¥

¨ ¨ ¨ · µ ´® · " ' � ¬² & '( µ ´ *) ³ ´ µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  ® º ³ ´µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,- 

¨ ¨ ¨ À · µ ´® · " ' � ¬ ± ³¶ + Á ´ ¯ Â © � · ´µ ´  ³¶ + © ' ´ ��  ± « ¬ Â ·¯ « ³¶ +  ¬« ª¯ '¯

¨ ¨ ¨ ´ ¯ Â �¯ · ´ µ ´  µª ¯ . Â  ´ ,- . ��ª , '¯ ¬ª ¯ ¬ ±  ¬ ¬ ' � ¬« © « # ¬ª ��  ¬ ¬« Â� ³¶ +

ÃÄÅÆ ÇÈ Å ÃÐÑ ÚÌ Ð $ ÒÓ Ë Í/ Î 0 ÏÃ ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ / Î 0 ÏÃÉ Å Ë Ã ÃÅ ÃÐÑÌ Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å / Î 0 Ï Ï ÏÃ × Ò È Ä Ã Ã1 Í Å Ï/ Î 0 ÏÃ Ã4 Í Å Ï ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ Ä Å
ÃÐÑ ÚÌ Ð $ ÒÓ Ë Í ÃÐÑ Ì Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï ÏÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï ÏÃÅ É ÊÅ ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ Ä Å

ÃÐÑÌ Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 ÏÃÐÑ ÚÌ Ð $ ÒÓ Ë Í ÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï Ï Ï Ï ÏÃÐÑÌ È ÒÅÓ Ä Í ÃÐÑ Ì % Ç ÄÅ Ï ÃÐÑ Ì % Ç ÄÅ Ï Ï Ï Ï
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2 < 
 �Ý Ý RT ¤ ¤ U � V ��� � V � Þ � Ü T V ¥

 �� � � � - � !

❍ �� � # � �� # � � , � � �� � � � �  �� " �� � ,& �, �� � � � � �� - - �� � � � � �� , � � � � � � �

❍ �� � � �� � � , � �� - - �� � �� ��

◗ , � �� - - �� � �� � � � �� �� � - , � �� ,& �, �� � � � �& � �� - � � �� ,� � ��

� �� � � � �  �� �

◗ , � �� - - �� � �� � � � �� - ,� � � � � - , �ç � �� � � � ! � �" � % � � , � � �� � � � �  ��

� � �� � - , � � �� � , � � � � � � � - � � � � � � - � �� �" � � �� " �� � , �

� �� � � � �  ��# � r d qi q hf b l � ≡n f rn mk v d cb h hf k qn q! f b lk

g b w qdg f m dk sn c d ci g b f

❏ , � � �, �� � � � �� � � � �� � � � � � � �� � � � , � � �� � � � �  �� � �� �# �

❏ , � - ,� � � � �� " " � �� � � � �� � � � � � �� ��  �� � " � , �  � �� �# � " � �� � �
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* � � � � �� � ! �� � �� � � � � � - �� � �� - - �� � � � , � � � � � � � "& � � �� * ! , �

�� � - , � � � � - � � � � � � �� � � �� �� �, � - ,� � - � �� � " � � �, �� � � � � �� - � �� � � � � �

, � � � � � � � �
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2 � ! � V X ¥ U � V � T ¤ �Ý Ý RT ¤ ¤ U � V

¨ ¨ ¨ · µ ´® ( 'ª¯ « ² & '( µ ´ *) ³ ´ µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  ® º ³ ´µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,- 

¨ ¨ ¨ À · µ ´® ( 'ª¯ « ± ³¶ + Á ´ ¯ Â ³¶ + © ' ´ ��  ± ¯ � � « ¬ � ·«  ¬« ª¯ '¯ ´ ¯ Â �¯

¨ ¨ ¨ · ´µ ´  µª¯ . Â  ´ ,- . ��ª , '¯ ¬ª ¯ ¬ ¬ ' � ¬« © « # ¬ª ��  ¬ ¬« Â  ³¶ +« · � % ±ÃÄÅÆ ÇÈ Å ÃÐÑ ÚÌ � Ò ÇÈ Ê Í/ Î 0 ÏÃ ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ / Î 0 ÏÃÉ Å Ë Ã ÃÅ ÃÐÑÌ Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å / Î 0 Ï Ï ÏÃ × Ò È Ä Ã Ã1 Í Å Ï Ã � Ò ÇÈ ÊÌ Ú Ð × ÇÈ Å / Î 0 Ï Ï ¨« � � � ´ª (  ´ © · ´ ·, ª ¯ 

Ã Ã4 Í Å Ï ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ Ä Å
ÃÐÑ ÚÌ � Ò ÇÈ Ê Í ÃÐÑ Ì Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï ÏÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï ÏÃÅ É ÊÅ ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ Ä Å

ÃÐÑÌ Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 ÏÃÐÑ ÚÌ � Ò ÇÈ Ê Í ÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï Ï Ï Ï ÏÃÐÑÌ % Ç ÄÅ Ï Ï Ï
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2 $
! � V X ¥ U � V � T ¤ �Ý Ý RT ¤ ¤ U � V � T Þ W R W X UV T

¨ ¨ ¨ ( 'ª¯ « ® ´ ·, ª¯ ² ³ ´µ ´  ¶ ª ¯ + ,-  ´,-  �¯ '¯ 5ª Â  � ® º ³ ´µ ´  ¶ ª ¯ + ,-  ´,- 

¨ ¨ ¨ À( 'ª¯ « ® ´ ·, ª¯  ³¶ + Á ´ ¯ Â©�� · ´ µ ´  µª ¯ ·ª ´  Â  ´ ,-  ´,-  ��ª , '¯ ¬ª ¯ ¬ ¬ ' � ¬«

¨ ¨ ¨© « # ¬ª ��  ¬ ¬« ��ª · � � · ´ ·ª « « ¯ ¬ Â ·¯ « ³¶ +- ' ´( ª« © � # ¬ª ��  ¬ ¬ Â « · ´ ·, ª ¯ .

ÃÄÅÆ ÇÈ Å Ã � Ò ÇÈ ÊÌ Ú Ð × ÇÈ Å / Î 0 Ï

Ã × Ò È Ä Ã ÃÈ Ò Ë ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ ÄÔ ÃÐÑÌ Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï Ï Ï

ÃÐÑ Ì ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï

Ã ÃÈ Ò Ë ÃÐÑ Ì È ÒÅÓ ÄÔ ÃÐÑÌ ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï Ï

ÃÐÑ Ì Ö ÐÓ ×Ø Å / Î 0 Ï Ï

ÃÅ É ÊÅ ¨ Â # % ·ª ´  © « « ® · µ ® � � º ( ·± � ³¶ + � ´ª 5 # Â � ( ·±

3 3 3 Ï Ï Ï
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� T Ü W § � � � V W RS RT S U V W U RT � T RT XY T R XY T

� � � � � � � � � �� � � �� � � �� � , � � �ç "'& � � � �  ��  � � �� �� " � �� � # � �� # �

¨ ¨ ¨ ( ·± ® · µ ´² ³ ´µ ´  ¶ ª¯ + ,-  ´,-  ® º & ' ( µ ´ 

¨ ¨ ¨ À( ·± ® · µ ´ ³¶ + Á ´ ¯ Â ©  ( ·± Â� �¯ · ´µ ´  µª ¯ ·ª ´  Â  ´ ,-  ´,- 

¨ ¨ ¨� �� � ¾ � � ½¿ ² ³¶ + « ¬¯ '¯ 5ª Â 

ÃÄÅÆ ÇÈ Å Ã � Ð ÍÌ ÐÑ Ú / Î 0 Ï

Ã ÇÆ ÃÐÑÌ È ÒÅÓ ÄÔ ÃÐÑÌ ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï

Ã � Ð ÍÌ ÐÑ Ú ÃÐÑÌ ÄÚ Ò ÇË / Î 0 Ï Ï

ÃÐÑÌ Å Ë Ç ÙÓ Å Ë Ë Å / Î 0 Ï Ï Ï
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9 :
� RS RT S UV W U RT � T RT X Y T R X Y T ¤ W V ¤ ¤ � V Ü W §

� � � � � � � � � �� � � �� � � �� � � � �� *
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